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Insertion ABR
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¥lnsertion

4L Oinsertion des nouveaux nluds dans les Arbres

Binaires de Recherche se rZalise essentiellement dans
les feuilles

¥On doit retrouver la premiere feuille o on peut
attacher le nouveau nlud tout en respectant la
relation dOordre

clZ(gauche) < clZ(racine) < clZ (droite)

racine
nouveau

/ 15
niud q e @
feuille @ @ @
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Insertion ABR

¥Insertion ! on distingue trois cas :
¥clZ (nouveau) < clZ (nlud)
¥ |Oinsertion se fait dans le sous arbre gauche

¥ Si celui-ci existe dZj", on dZlegue au fils gauche IOinsertion
¥ this.left.insertion ( clZ, valeur)

¥ Sinon, le nouveau nlud devient le sous arbre gauche
¥ this.left = new ABR (clZ, valeur)
¥ clZ (nouveau) > clZ (niud)
v |Oinsertion se fait dans le sous arbre droit
¥ Si celui-ci existe dZj, on dZlegue au fils droit IOinsertion
¥ this.right.insertion ( clZ, valeur)
¥ Sinon, le nouveau niud devient le sous arbre droit
¥ this.right = new ABR (clZ, valeur)
vclz (nouveau) = clZ (niud)
¥ cOest lors de I0insertion quOon va gZrer le cas des clZs dupliquZes
¥ normalement, celles-ci sont interdites dans un ABR
¥ Exception clZ existante

UNIVERSITE PARIS 1

PANTHEON SORBONNE
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InsZrer ( Kkey , V value)

SiestVide () Alors

this.key = key
this.value = value
Sinon

Sikey < this.key Alors
Sithis.left ! null Alors
this.left.insertion (key , value)
sinon
this.left = nouveau ABR ( key, value)
fin Si
Sinon Sikey > this.key Alors
Sithis.right ! null Alors
this.right.insertion (key, value)
Sinon
this.right = nouveau ABR ( key, value)
Fin si
Sinon Lancer exception CIZ existante
fin Si
fin

Manuele Kirsch Pinheiro - CRI/UP1 - mkirschpin@univ-paris1.fr

¥lnsertion ~ partir de
la racine ( this)

éAatIention au cas
dOarbre vide
(this.key == null)

n,c.insZrer (8, E )

n..insZrer (8, E )

n,s.insZrer (8, E )

nouveau
nlud
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Suppression

¥Suppression dOun niud ™ partir de la racine
dOun arbre ABR

vDeux Ztapes :

¥ Suppression (clZ)
¥ on va dOabord trouver le niud avec la clZ ~ supprimer
¥ parcours prZfixe
¥ dans les structures dans parent, permet de
C"retracer"E les parents
¥MSuppression ()

¥ on supprime un niud choisi
¥ traitement des cas possibles
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Suppression

vLa suppression dOun niud doit sOassurer que la
relation dOordre est maintenue

¥Trois cas principaux doivent etre considZrZs,

avec, dans chaque cas, la possibilitZ dOetre ou
non racine
ysuppression dOune feuille (15)

v exemple : suppression de 7, 13 ou 17 (5 ) 18)
vsuppression dOun nlud interne avec 1 fils

¥ exemple : suppression de 5 ou de 18 9 @

ysuppression dOun niud interne avec 2 fils ol®
¥ exemple : suppression de 8 ou de 15
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Suppression

ySuppression dOune feuille
ucas le plus simple, puisquOil sOagit uniqguement
de mettre ~ jour le pere
vil suffit de changer la sous arbre
droit ou gauche du nlud parent

vicas particulier : racine

¥ lors quOon supprime la racine dOun arbre composZ
de ce seul nlud, IOarbre devient un arbre vide

UNIVERSITE PARIS 1

PANTHEON SORBONNE

ot 0%

Si estFeuille() Alors E
Si parent = null Alors Sinon
Siparent.left == this Alors key = null
parent.left = null _value = nul
Sinon parent.right = null : f'n. Sl
fin s fin Si
E E
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Suppression

ySuppression dOun niud interne avec 1 fils
vLe fils prend alors la place du niud supprimZ

parent o parent
4 e
(8
ls— - fils—>(17)

parent

this\ﬁ

parent.right
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Suppression

ySuppression dOun niud interne avec 1 fils

vProbleme : lorsquOon supprime la racine (8) )
¥ Solution : transfert de contenu e - .\.
this G

2) puis on ajuste

. . lesfils
1) dOabord on recopie this

les informations . | €<—racine

this clZ,valeur du fils racine

this
fils \
(ancien
3) enfin on

left)
dZconnecte  fi|s (anC|en
IOancien fils left)

<—racine
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Suppression

ySuppression dOun nlud interne avec 1 fils
¥on peut gZnZraliser ce traitement E

RemplacePar (ABR fils)
Sifils = null Alors
key = fils.key
value = fils.value
right = fils.right
left = fils.left
Siright !'= null Alors
right.parent = this
fin si
Sileft = null Alors
left.parent = this
fin si
fils.parent = null

fils.right = null
fils.left = null

fin Si
fin

E

this.remplacePar (left)

this.remplacePar (right)

Sileft = null ET right ==null Alors

Sinon Sileft == null ET right '=null Alors
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Suppression

ySuppression dOun nlud interne avec 2 fils

vlorsque le nlud ~ supprimer contient 2 fils (gauche et
droit), cOest son successeur qui doit prendre sa place.
¥ successeur " min (droit)

ven remplasant le nlud par son successeur, la relation
dOordre est garantie

¥ le successeur de 5 est forcZment
supZrieur " tous les nluds ~
gauche de 5 (car il est ~ droite)
et il est infZrieur ~ tous les autres
- 6 niuds ~ la droite de 5 (car il est
e e le minimum du sous arbre droit)

successeur
right.min ()
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Suppression

¥Suppression dOun nlud interne avec 2 fils

vle successeur doit donc prendre la place du niud ~
supprimer

4le plus simple est de transfZrer le contenu (clZ, valeur)

du successeur puis de le supprimer ~ son tour

¥ la suppression du successeur tombe forcZment sur le
n,..suppression (5)  cas 1 (feuille) ou sur le cas 2 (nlud 1 fils)

UNIVERSITE PARIS 1

PANTHEON SORBONNE

successeur
right.min ()
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Suppression

vce procZdZ va aussi sOappliquer ~ la racine

n,s.suppression (15) E o
Sinon //aucun cas prZcZdent

this
ABRm = this.right ()
this.key = m.key
this.value = m.value
right.supprimer (m.key)
[* ou simplement m.supprimer() sila
structure contient le pointeur parent */

m I
right.min () m
\/
n,g.suppression (17)
I
\/

n,,.suppression ()
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vVue dOensemble

Supprimer ()

SiestFeuille () Alors
E // cas 1 : feuille
Sinon Sileft !'= null ET right ==null Alors
E // cas 2 : 1 fils gauche
Sinon Sileft == null ET right !'=null Alors
E // cas 2 : 1 fils droit
Sinon
E //cas 3: 2fils
fin si
fin

Suppression

un retour ( boolean oule
nlud supprimZ) est aussi
possible

l

Supprimer (K clZ)

ABR n = this.search (clZ)
Sin !'= null Alors
n.supprimer ()
Sinon
lancer exception key not found
fin si
fin
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Suppression

vProbleme : structure de donnZes sans
pointeur parent

¥un seul mZthode publigue
¥ public void supprimer (K cl2)

¥on va se servir de la rZcursivitZ pour retracer
|Oinformation sur le parent
v protected void supprimer (K clZ, ABR parent)

¥puis on supprimer le nlud (avec les 3 cas " traiter)

¥ protected void supprimer ( ABR parent)
> le parent est passZ en
parametre
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Suppression

vProbleme : structure de donnZes sans

pointeur parent

Supprimer (K clZ)

SiestVide ()

lancer exception E
Sinon

this.supprimer ( clZ, null )
fin si
fin

/

on commence par la racine
parent = null

si le nlud "~ supprimer est dans
un de mes sous arbre, le parent
cOest moi : parent = this

Supprimer ( K clZ , ABR parent )

SiclZ < this.key Alors
Sithis.left = null Alors
this.left.supprimer ( clZ, this)
Sinon lancer exception E
Sinon Sithis.key < clZ Alors
Sithis.right != null Alors
this.right.supprimer ( clZ, this)
/Sinon lancer exception
fin si
Sinon
this.supprimer ( parent)

Fin si
fin

|
je suis le nlud ~ supprimer




A 10/04/16 Manuele Kirsch Pinheiro - CRI/UP1 - mkirschpin@univ-paris1.fr

IIIIIIIIIIIIIIII

PANTHEON SORBONNE

RZZquilibrage

¥LOinsertion et la suppression dOZIZments dOun
ABR peut le C"dZsZquilibrer'E

¥Ce dZsZquilibre conduit ~ une perte
de performance

D vAfin dOZviter cela, IQarbre doit stre
) (8 1z7quilibrZ
(2, ©
(3) - (3) (15
(4)
exemple dOarbre e e @

ABR dZsZquilibrz ABR rZZquilibrZ
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RZZquilibrage : Arbres AVL
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¥Arbres AVL

vles arbres AVL ( Adelson-Velskii et Landis, 1962)
reprZsentent un forme dOarbre ZquilibrZ

vla diffZrence dOhauteur entre les sous arbre droit et
gauche nOexcede jamais 1

| Hauteur (droit) B Hauteur (gauche) | !'1

hauteur = 3 - <
LOintZret des arbres AVL

repose sur la recherche ,
=1 car en limitant la
profondeur de |Oarbre , on
garanti une meilleure
performance de
recherche .

hauteur = 2

hauteur = 1
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' RZZquilibrage : Arbres AVL
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vHauteur et facteur dOZquilibrage rerpoa e
¥ Afin de dZterminer si IQarbre est —X N
ZquilibrZ, les arbres AVL doivent >
conna’tre leur hauteur T M
¥Facteur dC"')uniIibrag(vev( eq) permet — AL )
de dZterminer si un rZZquilibrage reqQ) : int

est nZcessaire
Soitsun arbre AVL, et g et d ses sous arbres gauche et droit
hauteur (s) = 1 + Max ( hauteur (g), hauteur (d) )
eq (s) = hauteur (d) B hauteur (g)

yLe facteur dOZquilibrage dOun arbre AVL doit tre entre
-1 et 1, sinon IOarbre est dZsZquilibrZ
Sieq(s) € [-1,0,+1] ! arbre ZquilibrZ
Sinon sieq(s)! -2 ou eq(s)"+2 ! rZZquilibbrage nZcessaire
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RZZquilibrage : Arbres AVL
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%On rZZquilibre un arbre AVL par le moyen de
rotations
yrotations simples : rotation " gauche , rotation ~ droite
¥rotations doubles

hauteur(d) B hauteur(g) = +1

hauteur = 3

eq =-2 @ eq €[-1,0, +1]
hauteur = 2 m hauteur = 1

eq =-1 e @ eq =0 hauteur = 3

eq =+1

hauteur = 2
eq =+1

hauteur=1 ( 2 > hauteur =
eq =0 eq =0 e @
dZsZquilibre c™tZ

gauche arbre ~ nouveau
dZsZquilibrz
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RZZquilibrage : Arbres AVL

¥Rotations ~ gauche

¥le sous arbre droit est trop grand par rapport au
sous arbre gauche

v¥on descend le sommet vers la gauche eton
remonte le fils droit

le fils droit (x) prend

son"parent (y) devient
la place de parent

son fils gauche

le fils droit de x ne

h ! h change pas
h+1

h+1 I
h+2

le fils gauche de x devient fils
droit de y (" la place de x)
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RZZquilibrage : Arbres AVL

¥Rotations "~ gauche

¥une rotation ~ gauche est nZcessaire lorsque le
facteur dOZquilibrage atteint +2 (eq # +2)

UNIVERSITE PARIS 1
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this
right remplace
le parent

L s
® &

le C"parent"E
devient left
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RZZquilibrage : Arbres AVL

¥Rotations ~ droite

¥le sous arbre gauche est trop grand par rapport au
sous arbre droit

von descend le sommet vers la droit et on remonte
le fils gauche

le fils gauche(x) prend
la place de parent (y)

y (ancien parent)
devient fils droit de x

le fils droit de x devient fils
gauche de y (" la place de x)
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RZZquilibrage : Arbres AVL
¥Rotations ~ droit
¥une rotation " droit est nZcessaire lorsque le
facteur dOZquilibrage atteint -2 (eq $-2)

left remplace
le parent le Cparent"E

\\ devient right

|Oancien fils droit
prend IOancienne
place de son parent

__*
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¥Rotation doubles
¥une rotation simple ne rZsout pas tous les cas

Meme apres la rotation ,If)avrbre
demeure dZsZquilibrzZ

rotation ~ droite
_— A 10origine d~u probl-me‘, le nIud et
son fils C"sOinclinent"E diffZremment :
le nflud va” gauche (eq!-2),
alors que son fils gauche va~

=1 droite (eq " +1).
Une double rotation est nZcessaire !
eq =-2
eq = +1 "\ dGabord, rotation puis, rotation
h=2 ~gauche nlud 2 droite niud 5

ARSI
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RZZquilibrage : Arbres AVL

¥ Rotation doubles droite gauche

¥ lors que le facteur dOZquilibrage dOun niud est +2 (dZsZquilibre
" droite ) et que celui de son fils droit est dOau moins -1
(dZsZquilibre ~ gauche )

¥ Double rotation : rotation " droite  sur le fils droit (y), suivie dOune
rotation " gauche  surle sommet (2).

UNIVERSITE PARIS 1
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RZZquilibrage : Arbres AVL
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¥ Rotation doubles gauche droite

¥ lors que le facteur dOZquilibrage dOun nlud est -2
(dZsZquilibre ~ gauche ) et que celui de son fils gauche est
dOau moins +1 (dZsZquilibre " droit )

¥ Double rotation : rotation " gauche  sur le fils gauche , suivie
dOune rotation ~ droite  sur le sommet .
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¥Rotation doubles
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RZZquilibrage : Arbres AVL

Reequilibrage ()
entier eq =this.eq ()
Sieq " 2 Alors

entier eqd = this.right.eq ()

Sieqd <0 Alors
Rotation_Droit ()
Rotation_Gauche ()

Sinon
Rotation_Gauche ()

Fin Si

Sinon sieq ! -2 Alors

entier eqg = this.left.eq ()

Sieqg > 0 Alors
Rotation_Gauche ()
Rotation_Droit ()

Sinon
Rotation_Droit ()

Fin Si

Fin Si
fin

eq () : entier

fin

Sortie : entier eq

entier hd =0, hg=0

Sithis.right !'= null Alors
hd = this.right.hauteur

Fin Si

Sithis.left !'= null Alors
hg = this.left.hauteur

Fin Si

eq = hd Db hg

retourner eq

ajusterHauter ()
entier hd =0, hg=0
Sithis.left = null Alors
hg = this.left.hauteur
Fin Si
Sithis.right !'= null Alors
hg = this.right.hauteur
Fin Si
this.hauteur =1 + max ( hd, hg)

fin
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RZZquilibrage : Arbres AVL

Rotation_Droit ()
AVL r = this.left
K cle = this.key
V val = this.value
this.key = r.key
this.value = r.value
r.key = cle
r.value =val

this.left = r.left

Sir.left = null Alors
rleft.parent = this

Fin Si

r.left = r.right

r.right = this.right

Sir.right !'= null Alors
r.right.parent =r

Fin Si

this.right =r

r.ajusterHauteur ()

this.ajusterHauteur ()

fin

Rotation_Gauche ()

AVL r = this.right

K cle = this.key

V val = this.value
this.key = r.key
this.value = r.value
r.key = cle

r.value = val

this.right = r.right

Sir.right '= null Alors
r.right.parent = this

Fin Si

r.right = r.left

r.left = this.left

Sir.left = null Alors
rleft.parent =r

Fin Si

this.left =r

r.ajusterHauteur ()

this.ajusterHauteur ()

fin
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RZZquilibrage : Arbres AVL

¥Un arbre AVL doit stre constamment ZquilibrZ

vLes opZrations dOinsertion et de suppression peuvent
modifier I0Zquilibre de I0arbre

¥ Ces opZrations peuvent affecter IOhauteur de IQarbre

¥ IOhauteur ne varie pas forcZment de +1 ou de -1 " chaque
insertion/suppression

¥|Ohauteur ne varie que si IOopZration affecte la branche a plus longue
(hauteur =1+ max ( hd, hg) )

1l faut donc sOassurer de son Zquilibre ™ chacune de
ces opZrations
v il faut rZZquilibrer I0arbre ~ chaque opZration

¥ pour cela, il faut garder " jour IOattribut hauteur ~ chaque
Insertion et suppression
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RZZquilibrage : Arbres AVL

Sinon Sicle > this.key Alors
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Sithis.right == null alors
AVL n = nouveau AVL( cle,val )
this.right = n
n.parents = this

InsZrer (clZ, valeur)
EntrZe : K clZ, V valeur
Sortie : entier hauteur

entierh=0 n.hauteur =1
| _ h=1
Sicle < this.key Alors Sinon

Sithis.left == null Alors h = this.right.inserer (cle,val )

AVL n = nouveau AVL( cle, val) Fin Si

this.left = n .

n.parent = this Sinon

' B lancer Exception

n.hauteur =1 Fin Si

h=1
Sinon -

h =this.left.inserer (cle , val) Sithis.hauteur < (h+1) Alors
Ein Si this.hauteur = h+1

Fin Si
this.reequilibrage ()
retourner this.hauteur

fin
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RZZquilibrage : Arbres AVL
Supprimer (clZ) Si kestVide () Alors
EntrZe : K clZ this.ajusterHauteur ()
SiestVide () Alors lancer exception this.reequilibrage ()
Fin Si Fin Si
fin

Sicle < this.key Alors
Sithis.left = null Alors
this.left.supprimer (cle)
Sinon
lancer exception
Fin Si
Sinon Sicle > this.key Alors
Sithis.right !'= null Alors
this.right.supprimer (cle)
Sinon
lancer exception
Fin Si
Sinon
this.supprimer ()
Fin Si
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RZZquilib Arbres AVL
Supprimer () Sinon Sileft == null && right != null Alors

SiestFeuille () Alors
Si parent !'= null Alors
Siparent.left == this Alors
parent.left = null

Sinon

parent.right = null
FinSi
key = value = null
hauteur =0

Sinon Sileft !'= null && right ==
hauteur = left.hauteur
remplacePar (left)

Si parent != null Alors
parent.ajusterHauteur ()
parent.reequilibrage ()

FinSi

null Alors

fin

hauteur = right.hauteur

remplacePar (right)

Si parent != null Alors
parent.ajusterHauteur ()
parent.reequilibrage ()

FinSi

Sinon

AVL m = right.min ()

this.key = m.key

this.value = m.value

AVL p = m.parent

m.supprimer ()

Tant que p != this faire
p.ajusterHauteur ()
p.reequilibrage ()

p = p.parent

Fin faire

this.ajusterHauteur ()

this.reequilibrage ()
FinSi
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RZZquilibrage

vle rZunmbrage constant demandZ par les arbres
AVL peut sOavZrer cozteux

¥On peut rZaliser I0opZration de  rZZquilibrage ~ la
demande sur un arbre ABR
¥ Parcours post-fixe

ReeqgOnDemande ()

Sithis.left '= null Alors
left. ReeqOnDemande ()
fin Si

Sithis.right !'= null Alors
right.ReeqOnDemande ()
fin Si

this.ajusterHauteur ()
this.reequilibrage ()
fin
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RZZquilibrage
¥Une autre possibilitZ est la reconstruction de IOarbre

yparcours infixe offre le contenu de [Oarbre dans I0ordre

ven organisant les niud, ~ I0aide dOun parcours infixe,
dans une liste

¥ |1OZIZment central de la liste ! racine
v ZlZments "~ gauche ! sous arbre gauche
v ZIZments " droite ! sous arbre droit

e longueur =6 | 5|6|8|10]| 12| 14 @
e
O e O
‘mln max ,I/Z‘min max,
D G 5) (&) (14

gauche droit
c=(maxBmin)/2  ¢=(maxbmin)/2
racine = min + ¢ racine = min + ¢



